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昌平区 2023－2024 学年第二学期高二年级期末质量抽测

数学试卷参考答案及评分标准 2024.7

一、选择题(本大题共 10 小题，每小题 4 分，共 40 分)

题号 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

答案 B A D D B A C C B B

二、填空题（本大题共 5小题，每小题 5 分，共 25 分）

（11）
5

5
 （12）

1
2

（13）59

（14） 0 （答案不唯一）； ( , 2) (0, )   （15）①②④

三、解答题(本大题共 6 小题，共 85 分)

（16）（共 13 分）

解：（Ⅰ） 2( ) 3 sin cos sinf x x x x 

3 1 cos 2sin 2
2 2

xx 
 

π 1sin(2 )
6 2

x   .

所以函数 ( )f x 的最小正周期为
2π π
2

T = = . ......5 分

（Ⅱ）由（Ⅰ）可知，
π 1( ) sin(2 )
6 2

f x x   .

因为 ( )f x 在区间 [0, ]m 上的最大值为
3
2
，

所以
πsin(2 )
6

y x  在区间 [0, ]m 上的最大值为1 .

因为 0 x m≤ ≤ ，

所以 2 2
π π π
6 6 6

mx  ≤ ≤ .

所以 2
π π
6 2

m  ≥ ，即
π
3

m≥ .

因为 0m  ，所以实数m的取值范围是
π[ , )
3
 . ......13 分

（17）（共 13 分）

解：（Ⅰ）设等比数列{ }na 的首项为 1a ，公比为 q .
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根据题意，
1

2
1 1 1

9,

39,

a q

a a q a q




  
解得 1 3,

3
a
q





或
1 27,

1 .
3

a

q







因为等比数列{ }na 为递增数列，所以 1 3,
3

a
q



 .

所以数列{ }na 的通项公式为 *3 ( )n
na n N . . .....7 分

（Ⅱ）因为数列{ }n na b 是首项为1，公差为3的等差数列，

所以 1 3( 1) 3 2n na b n n      .

所以 3 3 2n
nb n   .

(3 9 27 3 ) (1 4 7 3 2)n
nT n                

3(1 3 ) (1 3 2)
1 3 2

n n n  
 



1 23 3 3
2

n n n   
 . ......13 分

（18）（共 14 分）

解：（Ⅰ） 123)(' 2  xxxf , xR .

令 0)13)(1()('  xxxf ，得 1x 或
3
1

x .

当 x变化时， )(' xf 与 )(xf 的变化如下表:

x
)

3
1,( 

3
1

 )1,
3
1( 1 ),1( 

)(' xf  0  0 

)(xf ↗ 极大值 ↘ 极小值 ↗

所以 )(xf 的单调递增区间为 )
3
1,(  ， ),1(  ，单调递减区间为 )1,

3
1( . ......9 分

（Ⅱ）不等式 ( ) 0f x c ≤ 在区间 ]2,1[ 上恒成立 ),1(  等价于当 [ 1,2]x  时， max( )f x c≤ .
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由(Ⅰ)知， )(xf 在 )2,1()
3
1,1( ， 上是增函数，在 )1,

3
1( 上是减函数,

所以
1 22( ) = ( )
3 27

f x f   
极大值 .

又因为 1)2( f ，

所以 1)2()( max  fxf .

所以实数 c的取值范围是 ),1[  . ......14分

(19)（本小题 15 分）

解：（Ⅰ） ( ) cos( 2 )cos cos 2 sin
2

f x x x   
  

sin 2 cos cos 2 sinx x    
sin(2 )x   .

因为 2T  ， 0  ，即
2 2
2

T



   .

所以
1
2

  . ......6 分

（Ⅱ）选择条件 ②：函数 ( )f x 图象的一条对称轴为
π

12
x  ．

因为 ( ) sin(2 )f x x   ，所以 ( )f x 的最小值为 1 .

因为
7π( ) 1
12

f   ，所以
7π
12

x  为函数 ( )f x 图象的一条对称轴．

又因为 ( )f x 在区间
π 7π[ , ]

12 12
上单调递减，

所以由三角函数的性质得
7π π π

2 12 12 2
T
   ，故 πT  ．

因为 0  ，所以
2π2 2
T

   ，所以 1  ， ( ) sin(2 )f x x   ．

由
7π 7π( ) sin( ) 1
12 6

f     ，得
π 2 π
3

k   ( )kZ ．

又因为
π| |
2

  ，所以
π
3

  ． ......15 分

选择条件 ③：
3( )

2
f T  ．

因为 ( ) (0) sinf T f   ，

所以
3sin

2
  .

因为
π| |
2

  ，所以
π
3

  ，
π( ) sin(2 )
3

f x x  .
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因为
7π( ) 1
12

f   ，

所以
7π π 3π2 2 π
12 3 2

k     ，得
121

7
k   ( )kZ ．

因为 ( )f x 在区间
π 7π[ , ]

12 12
上单调递减，

所以
7π π π

2 12 12 2
T

 ≥ ，得 πT≥ .

因为 0  ，所以
2π2 2
T

  ≤ ，得 0  ≤1 .

所以 = 1 . ......15 分

（20）（共 15 分）

解：（Ⅰ）若 1m   ， 21( ) e , '( ) ( 1)e 1 ( 1)(e 1)
2

x x xf x x x x f x x x x          ，

所以 (0) 0, '(0) 2.f f 

所以曲线 )(xfy  在点 (0 (0))f， 处的切线方程为 2y x . ......4分

（Ⅱ） 21( ) e
2

xf x x mx mx   ， xR . '( ) ( 1)(e )xf x x m   .

（1）若 0m≤ ， e 0x m  ，

当 ( , 1)x   时， 1 0, '( ) 0x f x   , ( )f x 单调递减，

当 ( 1, )x   时， 1 0, '( ) 0x f x   , ( )f x 单调递增，

所以 ( )f x 在 1x 处取得极小值.
（2）若 0m  ，令 '( ) 0f x  ,得 1x 或 mx ln .

若 ln 1m   ,即
10
e

m  .

当 x变化时， '( )f x 与 ( )f x 的变化如下表：

x
)ln,( m mln )1(ln ，m 1 )1(  ，

'( )f x  0  0 

( )f x ↗ 极大值 ↘ 极小值 ↗

所以 ( )f x 在 )ln,( m ， )1(  ， 是增函数，在 )1(ln ，m 上是减函数.

所以 ( )f x 在 1x 处取得极小值.

若 ln 1m ≥ ,即
1
e

m≥ ,

当 ( , 1)x   时， 11 0,e exx m m     ≤0，

所以 '( ) 0f x  ， ( )f x 单调递增．
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所以 1x   不是 f (x)的极小值点．

综上所述，实数m的取值范围是
1( , )
e

 . ......12 分

（ⅡI） ( ,0] . ......15分

（21）（共 15 分）

解：（Ⅰ）因为 2 1na n  ，所以
2=nA n ．

对于任意的 *nN ，有 2 2 2
2 1+ 2 = ( 2) 2( 1) 2 0n n nA A A n n n        ，

即 2 1+ 2n n nA A A  ，所以数列{ }nA 为“数列”．

因为
12nnb
  ，

所以 1 1= = 1B b  ， 2 1 2= + = 1 ( 2) 3B b b      ， 3 1 2 3= + + = 1 ( 2) ( 4) 7B b b b        ．

因为 1 3 2+ 2 =( 1) ( 7) 2 ( 3) 0B B B        ，

即 1 3 2+ 2B B B ，所以数列{ }nB 不是“数列”． ......4 分

（Ⅱ）证明：先证必要性．

因为数列{ }na 为“数列”，

则对于任意的 *nN ，有 2 12n n na a a  ≥ ，即 2 1 1n n n na a a a   ≥ ．

所以对于任意的
*, ,k m nN ，且 k m n  ，

有 1 1 2 1( ) ( ) ( )n m n n n n m ma a a a a a a a           1( )( )m mn m a a ≥ ，

所以 1
n m

m m
a a a a
n m 





≥ ．

又 1 1 2 1( ) ( ) ( )m k m m m m k ka a a a a a a a           1( )( )m mm k a a  ≤ ，

所以，得 1
m k

m m
a a a a
m k 





≤ ．

又因为 1 1m m m ma a a a  ≤ ，

所以 n m m ka a a a
n m m k
 
 

≥ ，即 ( ) ( ) ( )k n mn m a m k a n k a   ≥ ．

再证明充分性.

因为数列{ }na 满足：“对于任意的 *, ,k m nN ，当 k m n  时，

有 ( ) ( ) ( )k n mn m a m k a n k a   ≥ ”，即 n m m ka a a a
n m m k
 
 

≥ ．

对于任意的 *kN ，令 1m k  ， 2n k  ，

则 2 1 1

( 2) ( 1) ( 1)
k k k ka a a a

k k k k
   

    
≥ ，整理得 2 1 1k k k ka a a a   ≥ ，

即 2 12k k ka a a  ≥ ，所以数列{ }na 为“数列”． ......10 分
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（ⅡI） 因为数列{ }nb 为“严格数列”，

所以对于任意的 *nN ，有 2 12n n nb b b   ，即 2 1 1n n n nb b b b     ．

设 1n n nc b b  ， *nN ,所以数列{ }nc 为递增数列，且 nc Z．

所以 1 1 1 2 2 1 1 2 1( ) ( ) ( )n n n n n n nb b b b b b b b c c c                 ，

因为 1 8b   ， 128 8b   ，所以 128 1 1 2 127 0b b c c c      ．

所以存在 *, 2 127m mN ≤ ≤ ，使 1 0, 0m mc c  ≥ ，

所以，当 *,n m nN≤ 时， 1 0n nb b   ，数列{ }nb 递减；

当 *,n m nN≥ ， 1 0n nb b  ≥ ．

因此数列{ }nb 存在最小项，且最小项为 mb ．

因为 nc Z，

所以 1 1270, 1, , 127m mc c c m ≥ ≥ ≥ ，且 1 2 11, 2, , 1m mc c c m    ≤ ≤ ≤ ．

所以 1 1 2 1
( 1)

2m m
m mb b c c c 


      ≤ ，即

( 1) 8
2m

m mb 
 ≤ ，

128 1 127
(127 )(128 )

2m m m
m mb b c c c

 
     ≥ ，即

(127 )(128 ) 8
2m

m mb  
 ≤ .

所以
( 1) (127 )(128 )min{ 8, 8}

2 2m
m m m mb   

   ≤ ．

因为当 64m  时，
( 1) (127 )(128 )8 8

2 2
m m m m  

     ，

所以，当 64m  时， mb 的最大值为
( 1) 8 2024

2
m m 

    ．

此时， 64, 1,2,3, ,127nc n n    .因为 64 65 64 0c b b   ，

所以,数列{ }nb 的最小项的最大值为 64 65 2024b b   . ......15 分


